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Resumen
El valor en riesgo _VaR_ es una medida que cuantifica los riesgos enfrentados 
por un portafolio. Entre los métodos de medición del VaR están la simulación 
histórica, la Simulación Montecarlo, los modelos paramétricos y los modelos de 
duración y convexidad. Para el cálculo del VaR se requiere modelar los retornos del 
portafolio y hallar la distribución de pérdidas que los describe. Tradicionalmente, 
se han supuesto retornos con distribución normal, pero la evidencia empírica 
rechaza esta hipótesis.  Durante los últimos años se han adelantado investigaciones 
para calcular el VaR utilizando “cópulas”. Estas determinan la estructura de 
dependencia del portafolio y de los activos riesgosos que lo conforman, sin partir 
de supuestos sobre sus distribuciones. De este modo se obtienen resultados más 
realistas y se evita la sobrestimación o subestimación del valor en riesgo del 
portafolio.    
Palabras clave: Valor en Riesgo, simulación Montecarlo, simulación histórica, 
cópulas, distribución de pérdidas, estructura de dependencia.
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Abstract
The value at risk _VaR_, is a measure that quantifies the risks faced by a given 
portfolio. There are some methods to calculate the VaR: historical simulation, 
Montecarlo simulation, parametric models and duration and convexity models, 
among others. To calculate the VaR is required to model the portfolio returns and 
to find the loss distributions that describe them, traditionally those distributions are 
suppose to be normal distributed, but the empirical evidence shows the contrary. 
In the last few years, research in VaR calculation shows how copulas determine the 
dependence structure of a portfolio of the risky assets, without any assumptions 
regarding distributions, so you can find in it more realistic results and it is possible 
to avoid sub estimation of the value at risk of the portfolio.  
Key words: Valor en Riesgo, simulación Montecarlo, simulación histórica, cópulas, 
distribución de pérdidas, estructura de dependencia.
Introducción
El capital regulatorio de una entidad financiera 
está determinado por los riesgos que enfrentan 
sus portafolios. En el caso del mercado, tales 
riesgos se originan por variaciones en el precio 
de los activos financieros que componen el 
portafolio. Una medida de este tipo de riesgo, 
aceptada ampliamente en años recientes, es la 
denominada Valor en Riesgo _VaR_, herra-
mienta importante en la determinación de 
los requerimientos mínimos de capital de las 
instituciones financieras. Más relevante aun 
cuando en enmienda del Acuerdo de capitales 
en 19961, el Comité de Basilea sugirió el uso de 
metodologías de medición de riesgo alternativas 
al modelo estándar establecido para las entidades 
bancarias. 
Para la medición del VaR se han definido cuatro 
grupos de modelos (Melo y Becerra, 2005): el 
primero se refiere a modelos por simulación, 
tales como el histórico o el de Montecarlo, muy 
utilizado en entidades bancarias; en el segundo 
grupo están los modelos analíticos de formas 
1 Reforma al Acuerdo de Capital de Basilea, llevada a cabo 
en 1996, según la cual el Comité de Basilea exige un cambio 
en las metodologías de medición del riesgo de mercado en 
las entidades financieras, en busca de una mejor gestión 
frente a los requerimientos mínimos de capital.
paramétricas con correlaciones, basados en 
análisis de varianzas y covarianzas, como los 
de mezcla de Normales y Delta Gamma; en el 
tercero se encuentran los modelos de duración 
y convexidades; el cuarto lo constituyen los 
modelos de Peor escenario (Max VaR).
En términos estadísticos, el VaR corresponde al 
?-ésimo cuantil (q?) de la función de distribución 
de pérdidas y ganancias del portafolio, es 
decir, el VaR es el menos malo de los (1 - ?)%
peores casos de la distribución, con lo cual la 
pérdida de una inversión no puede exceder 
el VaR con probabilidad ? (Melo y Becerra, 
2005). Al observar la distribución de pérdidas 
y ganancias del portafolio, se puede verificar 
que es influenciada por caídas simultáneas 
en sus activos riesgosos. Por consiguiente, 
esta distribución depende de la distribución 
conjunta de los activos, fundamental para 
calcular el valor en riesgo (Giacomini, 2005).
En los métodos de medición de VaR tradi-
cionales, la distribución conjunta de los retor-
nos financieros ha sido modelada suponiendo 
normalidad. Esto implica una estructura de 
dependencia predeterminada que cumple algu-
nos supuestos como simetría, colas livianas 
y dependencia lineal de los retornos, y puede 
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medirse a través de la correlación (Giacomini, 
2005). Además, la inferencia sobre los retornos 
puede basarse en análisis de media-varianza. 
Sin embargo, la evidencia empírica demuestra 
que tales supuestos son poco apropiados. 
Además, se necesita una herramienta más 
flexible para modelar la distribución marginal 
de los activos riesgosos, como insumo para 
obtener la distribución conjunta del portafolio. 
Se precisan también medidas de dependencia 
alternativas a la correlación lineal, dado que 
esta presenta algunas limitaciones; entre ellas, 
el coeficiente de correlación supone variables 
normalmente distribuidas. Empero, no es 
invariante ante transformaciones de la variable 
y está definida si la media y la varianza de las 
variables son finitas. Estas características hacen 
de la correlación una medida de dependencia 
poco adecuada para distribuciones de colas 
pesadas, donde las medias y varianzas pueden 
ser infinitas. Tampoco es conveniente, debido 
a que no captura las relaciones de dependencia 
no lineal que existen entre muchos activos 
financieros.
En este sentido, algunas medidas alternativas 
de dependencia son la correlación de Pearson, 
la correlación de Spearman y la correlación 
de Kendall2. Otra medida alternativa de de-
pen dencia muy útil para modelar la distri-
bución multivariada es la Función Cópula. 
Este tipo de función une, en una distribución 
de probabilidad multivariada, una colección 
de funciones de probabilidad marginales 
2 Correlación de Pearson (r): indica la calidad del ajuste 
del método de mínimos cuadrados aplicado a un conjunto 
de datos. Implica dirección de causalidad al asumir una 
relación lineal.
Correlación de Spearman: es una estadística no paramétrica 
que cuantifica la correlación entre dos variables. No implica 
relaciones causales o un modelo de probabilidad, no asume 
normalidad.
Correlación de Kendall (?): es usada para medir el grado de 
correspondencia entre dos rankings y mide la significancia 
de esta correspondencia. No asume normalidad.
univariadas. De este modo determina la 
estructura de dependencia, tanto de la función 
de distribución conjunta del portafolio como de 
las marginales de cada activo riesgoso (Dowd, 
2004b). Por lo demás, a través de las cópulas 
se libera la distribución de los retornos de un 
portafolio del supuesto general de normalidad. 
Así, las distribuciones marginales con diferentes 
estructuras de dependencia pueden unirse y 
darle una estructura de dependencia particular 
a la distribución conjunta del portafolio. Esto 
arroja una descripción más realista de las 
características empíricas de la distribución de 
los retornos de un portafolio. 
En vista de que los retornos de las acciones 
colombianas analizadas no se ajustaban ade-
cuadamente a otras distribuciones, en el presente 
estudio se utilizaron distribuciones marginales 
empíricas para modelar su com por tamiento. 
No obstante, como ejercicio académico, se 
asumieron también distribuciones marginales 
uniformes y t-student para los retornos. Aunque 
el ajuste no era bueno, estas distribuciones 
fueron las más cercanas a la región de no rechazo 
dentro de las pruebas de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov  (Canavos,  1988)3.  Por  otra  parte, 
el uso de la t-student se justifica porque los 
retor nos de las acciones examinadas no presen -
taban independencia, pues la correlación de 
Kendall resultó positiva en todos los casos. 
Además, esta distribución permite modelar 
adecuadamente las colas pesadas. La distribución 
uniforme, por otro lado, fue utilizada como 
modelo de máxima incertidumbre, asignándole 
la misma probabilidad de ocurrencia a todos los 
eventos.
3 Valores críticos para las pruebas de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov:  
Para ? = 1%, el valor crítico es 
Para ? = 5%, el valor crítico es 
Para ? = 10%, el valor crítico es 
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1. Marco teórico
1.1 Valor en riesgo
El Valor en Riesgo (VaR) se define como la 
máxima pérdida posible de un portafolio, 
dados un nivel de confianza (?)4 y un periodo 
de tenencia. En términos estadísticos, el VaR 
corresponde al ?-ésimo cuantil (q?) de la fun-
ción de distribución de pérdidas y ganancias del 
portafolio, es decir, el VaR es el menos malo 
de los (1 - ?)% peores casos de la distribución. 
De este modo, la pérdida de una inversión no 
puede exceder el VaR con probabilidad ? (Melo 
y Becerra, 2005).
En la literatura han sido ampliamente aceptados 
dos grandes grupos de modelos tradicionales 
de medición del Valor en Riesgo: los modelos 
analíticos de formas paramétricas y los modelos 
por simulación. 
Modelos analíticos de formas paramétricas. 
Entre estos, están los modelos que calculan el 
VaR a partir de una hipótesis para la función de 
pérdidas y ganancias. Comúnmente se suponen 
distribuciones normales o t-student, donde la 
distribución de la función de pérdidas y ganan-
cias puede ser descrita por sus dos primeros 
momentos y a partir de estos se construye el 
VaR. En la t-student, para determinados grados 
de libertad, se presenta una curtosis más alta 
que la normal y, por tanto, los eventos extremos 
tienen mayor probabilidad de ocurrencia. Con 
ello, el VaR, suponiéndolo normal o t-student, 
puede ser calculado de la siguiente manera:
4 El nivel de confianza se define como la probabilidad de que no se alcance el nivel de pérdida definido por el VaR.
Donde: 
rt son los retornos de los activos 
????•? es la función inversa de la distribución normal acumulada 
Z? es el ?-ésimo cuantil de una distribución normal estándar 
tv
???•? es la función inversa de la distribución t
tv, ? es el ?-ésimo cuantil de una distribución t con v grados de libertad 
En la práctica se ha observado que el VaR con distribución t es más alto que el VaR que asume 
normalidad. En consecuencia, el VaR por normalidad subestima el riesgo en casos donde la 
distribución de pérdidas y ganancias presenta colas pesadas.
A este grupo pertenecen también los llamados modelos de varianzas y covarianzas, donde se parte de 
datos históricos para construir una matriz de correlaciones en un periodo de tenencia y los retornos 
de los activos se distribuyen normalmente. En este caso, el VaR es un múltiplo de la desviación típica 
del portafolio, que parte de la matriz de varianzas-covarianzas de los activos riesgosos que componen 
el portafolio. Así, el VaR será: 
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VaR = Po??p
Donde Po es el valor inicial del portafolio, ? el 
nivel de confianza seleccionado y ?p la desvia -
ción típica del portafolio. En estos modelos 
se supone que la volatilidad de los retornos 
es constante en el tiempo, lo que no es 
necesariamente cierto. Por tal motivo se hace 
la modelación de la volatilidad (?) a través de 
modelos ARCH (Autoregressive Conditional 
Heterocedasticity Models) y GARCH (Gene -
ralized Autoregressive Conditional Hetero-
skedastic) que suponen varianza condi cional no 
constante (Tsay, 2002). 
Modelos por simulación. El modelo por simu-
lación histórica parte de datos históricos de la 
serie de retornos de los activos financieros, los 
cuales no dependen de ningún supuesto sobre 
su distribución. El VaR es calculado como el 
?-ésimo percentil de la distribución empírica 
de pérdidas y ganancias, bajo el supuesto que 
la distribución no cambia en el tiempo (Melo y 
Becerra, 2005). En este caso, se utilizan datos del 
pasado como una predicción de lo que ocurriría 
en el futuro. Con eso se valoran los portafolios 
y se replican diferentes pautas temporales, de 
periodos anteriores, en las variables asumidas 
como activos riesgosos.
También hacen parte de este grupo los modelos 
de simulación Montecarlo. En esta se asume una 
distribución sobre los errores del modelo que 
describe la dinámica estocástica de los retornos, 
cuando esto es posible, y se supone, además, un 
modelo de comportamiento para cada activo 
riesgoso. La determinación de los movimientos 
de los activos riesgosos mediante Montecarlo, 
se basa en la simulación de un elevado número 
de posibles valores para los activos riesgosos. 
Para ello se parte de la definición de un proceso 
estocástico y la estimación de sus parámetros, 
como la media y la varianza, a través del 
análisis de series históricas (por ejemplo, se 
presume que los precios del portafolio siguen 
un determinado proceso aleatorio) (Gento, 
2001). Con esta hipótesis, los modelos tratan 
de estimar el cambio en el valor del portafolio 
a través de un gran número de escenarios 
generados aleatoriamente. Así, la simulación 
Montecarlo representa una cantidad de posibles 
trayectorias del proceso del valor del portafolio, 
y con base en ellas se determina la distribución 
esperada.
Valor en Riesgo con Cópulas. La función 
Cópula une en una distribución de probabilidad 
multivariada a una colección de funciones 
marginales univariadas. Se determina, de esta 
manera, la estructura de dependencia, tanto 
de la función de distribución conjunta del 
portafolio como de las marginales de cada 
activo riesgoso (Dowd, 2004b). La función 
Cópula se puede usar para resolver problemas 
de riesgo multivariado y calcular el VaR de un 
portafolio donde los activos riesgosos que lo 
componen se distribuyen de forma no normal. 
Permite calcular las relaciones de dependencia 
sin incurrir en las desventajas que presenta la 
correlación lineal, y posibilita, además, modelar 
la dependencia de valores extremos.
Función cópula. Una cópula d-dimensional 
es una función C:[0,1]d?[0,1] que cumple las 
siguientes propiedades para cada:
  y j {l,... d}  (Giacomini, 2005):
1. Si uj = 0  entonces  C (u1,..... ud) = 0 para cada j = 1...d
2. C (1,....1,uj,1.....1) = uj
3. Para cada ?=(?1, ?2, ... ?N)T ? [0,1]d, ?j < uj, Vc(u,?) > 0
Donde Vc(u,?) está dada por   y gj1=?j y gj2=uj
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Con estas propiedades se puede decir que las 
cópulas son funciones uniformes multivariadas, 
crecientes y no negativas.
El teorema de Sklar (Giacomini, 2005) muestra 
que es posible descomponer cada función de 
distribución en sus distribuciones marginales y, 
al menos, una cópula, la que será única si las 
distribuciones marginales y la multivariada son 
continuas. 
Sea F una función de distribución d-dimen-
sio nal con marginales F1,...Fd, entonces existe 
una cópula C con: F(x1,...xd)=C(F1(x1),...,Fd(Xd)), 
para cada . Si F1,...Fd son continuas, 
entonces C es única. 
Por otro lado, si C es una cópula y F1,...Fd son 
funciones de distribución, entonces la función 
F, definida anteriormente, es una función de 
distribución conjunta con marginales F1,...Fd.
Así, para una distribución conjunta F con mar-
ginales continuas F1,...Fd, la cópula única C 
para todo u=(u1,u2,...ud)T ? [0,1]d está definida 
como: 
Para una cópula continua, la densidad cópula 
está definida por: 
De manera específica, la cópula de una variable 
aleatoria se define de la siguiente manera 
(Giacomini, 2005): 
Sea X=(X1,...Xd)T un vector con distribución 
X?Fx y marginales continuas Xj? Fj. La cópula 
de X es la función de distribución CX de 
u=(u1,u2,...ud)T ? [0,1]d donde uj=FXj(xj):
Para variables aleatorias independientes, X1,...
Xd, la cópula de X es el producto definido por:
La ecuación muestra cómo el producto cópula 
es el mismo para cualquier distribución mar-
ginal y determina la estructura de dependencia 
entre variables univariadas con marginales 
arbitrarias.
Para una variable aleatoria X=(X1,...Xd)T, la 
densidad cópula cx está dada por:
Por otra parte, la función cópula puede asumir 
diferentes formas (Giacomini, 2005), entre las 
cuales, las más importantes son:
Cópula Gaussiana: representa la estructura de dependencia para una distribución normal 
multivariada, lo que significa que distribuciones marginales normales combinadas con cópula 
gaussiana forman distribuciones normales multivariadas. Una expresión para la cópula gaussiana 
está dada por:
Donde  .
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t-cópula student. La t-cópula que contiene la 
estructura de dependencia forma la distribución 
t multivariada. La t-cópula student está dada 
por:
Donde  es la función cuantil para la distri-
bución t univariada y tv,? es la función de 
distribución de Y=(Y2,...,Yd)
T?td(?,0,?).
Cópula arquimediana: ?:[0,1]?[0,?]. Son fun-
ciones continuas, estrictamente decrecientes y 
convexas con ?(1)=9. La función Cd:[0,1]d?[0,1] 
es una cópula llamada cópula arquimediana y 
las funciones ? sus generadoras.
En la literatura correspondiente se viene traba-
jando, recientemente, con cópulas que tienen 
una estructura más simple y que pertenecen a 
la familia de cópulas caracterizadas por un solo 
parámetro. Para el caso particular de cópulas 
2-dimensionales, se tienen las siguientes formas 
de cópulas (Rank, 2002):
Cópula de Frank. La forma de esta cópula 2-dimensional está dada por:
Cópula de Gumbel-Hougaard. La forma de esta cópula 2-dimensional está dada por:
El parámetro ? puede tomar todos los valores en el intervalo [1,?].
Cópula de Clayton. La forma de esta cópula 
2-dimensional está dada por:
El parámetro a puede tomar todos los valores 
en el intervalo ]0,?[.
1.2 Estado del arte del valor en riesgo a 
través de cópulas 
Una aplicación de cópulas utilizadas para la 
administración de riesgos la presenta la Banca 
Romana, donde Romero (2002), en su estudio 
Applying copula function to risk management, 
pretende mostrar el uso de una función cópula 
diferente de la gaussiana que captura eventos 
extremos de manera efectiva. El autor probó 
que cópulas elípticas son particularmente fáciles 
de implementar en modelos de simulación 
Montecarlo para estimar medidas de riesgo. 
Además, para 10 acciones italianas importantes, 
demostró que asumir una distribución normal 
multivariada para los retornos subestima el VaR 
y la pérdida esperada de un portafolio, mientras 
que a través de una cópula t-student esta banca 
obtuvo una estimación más adecuada de las 
medidas de riesgo. 
De igual manera, en la Universidad Humboldt 
de Berlín, Giacomini (2005), en su estudio 
Risk management with copulae, utilizó tres 
diferentes cópulas (Gumbel-Hougaard, Clayton 
y Gaussian) para estimar el valor en riesgo de 
un portafolio 2-dimensional. Verificó que la 
estructura de dependencia de los activos ries-
gosos que componían el portafolio estaba 
representada de forma similar en las tres cópulas. 
Sin embargo, la estimación por cópulas Clayton 
y Gaussian sobrestimaba el VaR, mientras que 
por Gumbel- Hougaard arrojaba resultados más 
cercanos a los deseables, debido a que parecía 
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representar más exactamente la relación de 
dependencia entre las variables. Lo anterior lo 
llevó a concluir que en la aplicación de cópulas es 
crucial para la obtención de resultados realistas 
y útiles la elección adecuada de la cópula que 
determine la estructura de dependencia de los 
activos riesgosos del portafolio, toda vez que de 
ello dependerá si los requerimientos de capital 
para las instituciones están subestimados o 
sobreestimados.
Por otra parte, en la Universidad de Cagliari, 
en Italia, Micocci y Masala (2004), en el estudio 
titulado Backtesting value-at-risk estimation with 
non gaussian marginals, usaron cópulas para 
modelar la estructura de dependencia entre 
los retornos de los activos, sin hacer uso de 
supuestos de normalidad en la distribución 
conjunta y en las marginales. Para tal efecto 
y para calcular la probabilidad de pérdida del 
portafolio, utilizaron las funciones cópula 
arqui mediana y t-student en tres activos ries-
gosos que lo conformaban (luego ampliaron 
el portafolio a 22 activos riesgosos). Los auto-
res compararon luego los resultados con una 
simu lación Montecarlo clásica y llegaron a la 
conclusión que, evidentemente, los retornos de 
los activos riesgosos poseen colas pesadas que 
hacen inadecuados los supuestos de normalidad 
en la función de distribución marginal de estos. 
Por consiguiente, el Montecarlo clásico resultó 
ser poco adecuado para modelar distribuciones 
leptocúrticas, mientras que la cópula t-student 
parece ajustar mejor los cuantiles altos de la 
distribución de los retornos.
También en la Universidad de Oxford se han 
venido adelantando investigaciones para la 
aplicación de cópulas. Es el caso del estudio 
llamado Improving VaR calcultions by using 
copulas and non-Gaussian margins, donde Rank 
(2002) tuvo como objetivo aplicar un método 
alternativo a los tradicionales para el cálculo del 
valor en riesgo de un portafolio financiero. Para 
ello se tomaron datos históricos de los tipos de 
cambio GBP/DEM y USD/DEM y se calculó el 
VaR del portafolio conformado por estos. Los 
resultados se obtuvieron a través de simulación 
Montecarlo y de cópulas Frank y Gumbel-
Hougaard, de tal manera que se pudieran 
comparar los dos métodos. Los investigadores 
concluyeron que la cópula Gumbel-Hougaard 
es adecuada para describir estructuras de 
dependencia positivas. Además, al comparar la 
cópula de Gumbel-Hougaard con la de Frank, 
se observa que son más realistas los resultados 
del VaR con esta última, por lo cual es de 
mayor aceptación. En general, concluyeron que 
el método de cópulas es necesario si se quiere 
considerar funciones de distribución arbitrarias 
para las marginales. Por lo demás, este método 
arroja resultados más realistas que los obtenidos 
por métodos tradicionales (Montecarlo o de 
varianza-covarianza), si se usa con marginales 
distribuidas como una t-student. 
A los estudios anteriores sobre cópulas y valor 
en riesgo, se une el estudio realizado por la 
Reserva Federal de Nueva York llamado A
general approach to integrated risk management 
with skewed, fat-tailed risk. En este, Rosenberg y 
Schuermann (2004) usan el método de cópulas 
para construir la distribución de riesgo conjunta 
para un banco activo internacionalmente, con 
el fin de poder combinar los diferentes tipos 
de riesgo en una sola distribución. Se obtuvo 
una distribución conjunta, formada por distri-
buciones marginales consistentes y realistas, la 
cual conserva importantes propiedades de los 
riesgos individuales. Sin embargo, advierten, 
la medida del riesgo es más exacta cuando se 
agregan el riesgo de mercado y de crédito que 
cuando se agregan el de mercado, de crédito y 
el operacional, ya que este último exige un trato 
especial cuando se pretende incluirlo.
Finalmente, al hacer un repaso general de los 
estudios que se han realizado recientemente 
sobre la utilización de cópulas, se verifica que 
Embrechets y Straumann (1999) estuvieron 
entre los primeros en introducir esta 
herramienta a la literatura financiera. Por su 
parte, Li (2000) generó una aplicación al riesgo 
de crédito y a derivados. Adicionalmente, 
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algunos trabajos se centraron en la agregación 
de diferentes tipos de riesgo. El de Wang (1999, 
2000), por ejemplo, modeló la agregación 
del amplio portafolio de riesgo que enfrenta 
una aseguradora con un conjunto bastante 
diversificado de distribuciones marginales de 
los riesgos. Del mismo modo, Ward y Lee (2002) 
se aproximaron al problema de agregación de 
riesgos usando una cópula gaussiana.
2. Metodología
2.1. Descripción de las series
Como activos riesgosos se utilizaron datos 
diarios de cuatro acciones colombianas: 
Suraminv, Bogotá, Inverargos y Colinvers. Perio-
do comprendido entre el 15 de marzo de 2004 
y el 15 de marzo de 2007, para un total de 733 
días de negociación. Las acciones seleccionadas 
hacen parte de las de mayor bursatilidad en el 
mercado.
La clasificación de las acciones colombianas, 
basada en la bursatilidad de estas, se encuentra 
en el reporte mensual generado por la Super-
intendencia Financiera de Colombia5. A partir 
del reporte correspondiente a diciembre de 2006, 
las acciones de alta bursatilidad en Colombia 
son: Almacenes Éxito S.A., Bancolombia S.A., 
Cementos Argos S.A., Compañía Colombiana 
de Inversiones S.A., Inversiones Argos S.A., 
Suramericana de Inversiones S.A., Grupo 
Nacional de Chocolates S.A., Interbolsa S.A., 
Tablemac S.A., Banco de Bogotá S.A., Coltejer, 
Paz del Río. 
Si se tienen en cuenta las series de precios de 
las acciones seleccionadas, los retornos son 
calculados con la diferencia logarítmica (rendi-
mientos), lo cual genera una serie de retornos 
compuestos continuos. Para los retornos 
diarios, solo se tomaron en cuenta los precios 
de cierre diarios, sin realizar interpolaciones 
o ajustes para los fines de semana y festivos 
(Maya & Torres, 2004). También se realizaron 
pruebas de normalidad y de mejor ajuste, 
mediante Best Fit, para los retornos de las 
acciones seleccionadas. Las pruebas rechazaron 
la existencia de normalidad, según el estadístico 
de Jarque Bera (tabla 1). El mejor ajuste lo 
presentaron distribuciones empíricas, seguidas 
de t-student y logística, aunque en todos los 
casos se rechazó la hipótesis con el estadístico 
de Kolmogorov-Smirnov (apéndice I). 
5 De acuerdo con el artículo 1.2.1.1 de la resolución 1200 de 1995, modificado mediante resoluciones 638 del 29 de septiembre de
1998 y 521 del 30 de julio de 2002, la Superintendencia Financiera de Colombia informó el Índice de Bursatilidad Accionaria para
las acciones que se negociaban en bolsa, correspondiente al mes de diciembre de 2006.
Tabla 1
Estadística descriptiva de retornos de las acciones, 2004-2007
 Suraminv Bogotá Inverargos Colinvers
Media 0,0015 0,0013 0,0014 0,0015
Mediana 0,0011 0,0000 0,0011 0,0010
Máximo 0,1979 0,1196 0,2286 0,1955
Mínimo -0,2050 -0,1050 -0,1610 -0,1858
Desviación estándar 0,0265 0,0196 0,0253 0,0260
Coeficiente de asimetría -0,3980 -0,1334 0,2400 -0,5746
Curtosis 15,9085 13,3323 17,7228 16,7156
Jarque-Bera 5108,5 3262,7 6600,2 5769,9
Probabilidad 0,0 0,0 0,0 0,0
Fuente: Cálculos propios.
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Tal como se observa en la tabla 1, el coeficiente 
de asimetría sugiere la existencia de colas en 
las distribuciones de los retornos. Al parecer, 
Suraminv, Bogotá y Colinvers presentan 
distribuciones con sesgo izquierdo, dado el signo 
negativo del estadístico. Entre tanto, Inverargos 
tiene distribución con sesgo derecho. En cuanto 
a la curtosis, parece que los retornos de las 
acciones poseen distribuciones leptocúrticas, 
dado que el valor del estadístico es mayor 
que tres en todos los casos. Se evidencia así la 
existencia de colas pesadas y la necesidad de 
implementar una metodología de cálculo del 
VaR sin partir de supuestos de normalidad para 
los retornos de las acciones.
2.2 Cálculo del VaR con cópulas
A partir de las series de los retornos de las 
acciones, se determina la distribución mar ginal 
que recoge más adecuadamente el compor-
tamiento de cada activo riesgoso (retornos de 
las acciones). Para ello, se realiza un ajuste entre 
varias distribuciones que puedan describir a cada 
activo riesgoso. A través de pruebas estadísticas y 
con los valores críticos de Kolmogorov-Smirnov, 
Chi-cuadrado y Anderson-Darling se identifica 
cuál es la distribución que da mejor ajuste a las 
marginales de cada activo riesgoso.
Los parámetros ?j de las distribuciones mar-
ginales, determinadas para cada activo riesgoso, 
se estiman por máxima verosimilitud. Luego 
son usados en la determinación de la estructura 
de dependencia a través del parámetro ? en la 
cópula. Por tanto, el problema de maximización 
a resolver será: . La función de log-
verosimilitud de cada distribución marginal 
está dada por: 
Se estiman los parámetros .
Una vez conseguidos los parámetros de las 
marginales, se selecciona la función de distri-
bución conjunta de los activos riesgosos, es 
decir, se obtiene la cópula. Se calcula también 
el parámetro ? que revela la estructura de 
dependencia de los activos riesgosos. Por tanto, 
la cópula está definida como: 
C (F1(x1), F2(x2)) = P (X1 < x1,X2 < x2)
Donde las F1son las distribuciones marginales 
y las cópulas C (F1(x1), F2(x2)) utilizadas fueron 
la cópula de Gumbel-Hougaard, la cópula 
de Frank y la de Clayton, cuyo parámetro ?
debe ser estimado por máxima verosimilitud. 
Así, desde la probabilidad acumulada C(F1(x1), 
F2(x2)) se obtiene la función de densidad de 
probabilidad, a través del cálculo de la derivada 
parcial de C con respecto a ambos parámetros 
(Rank, 2002): 
Para las cópulas de Frank, Gumbel-Hougaard y Clayton se calculó la derivada parcial y se obtuvieron 
los siguientes resultados (Apéndice II):
Cópula de Frank: 
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Cópula de Gumbel–Hougaard:
Cópula de Clayton:   
Con estas ecuaciones se obtiene la función de verosimilitud:
Con la maximización de L(?) se obtiene el 
parámetro estimado (Apéndice III).
Se generan así números pseudo-aleatorios que 
obedecen a la estructura de dependencia de la 
cópula seleccionada (donde están insertos el 
parámetro y las distribuciones marginales de 
los activos riesgosos), formando posibles esce-
narios para el portafolio. En este caso, son dos 
números pseudo-aleatorios u y w distribuidos 
uniformemente en [0,1]. Se calcula 
para las cópulas de Frank, Gumbel-Hougaard 
y Clayton. De este modo, se determinan 
para obtener un 
par (x1,x2) de números pseudo-aleatorios con la 
estructura de dependencia deseada.
Finalmente, se calcula el valor en riesgo del 
portafolio, para lo cual se obtiene el VaR 
a niveles de confianza del 90% (?1=10%), 
95% (?2=5%), y 99% (?3=1%). El número de 
pérdidas subestimadas con relación al número 
total de valores testeados da tres resultados 
que pueden ser comparados con los 
tres cuantiles ?1, ?2 y ?3.
3. Resultados empíricos
En este estudio se simularon diferentes porta-
folios conformados por dos activos riesgosos, 
que para el caso fueron las acciones colombianas 
Suraminv, Bogotá, Inverargos y Colinvers. 
Se utilizaron las cópulas de Frank, Gumbel-
Hougaard y Clayton como distribuciones 
conjuntas para el portafolio, mientras que 
las distribuciones marginales ajustadas a los 
retornos de las acciones fueron las distribu-
ciones empírica, uniforme y t-student. Como 
se dijo anteriormente, la t-student fue imple-
mentada como ejercicio académico dado que 
las pruebas de ajuste fueron rechazadas. Es 
pertinente aclarar que en la literatura existente 
sobre cópulas es común encontrar el uso de 
distribuciones marginales t-student. 
Para obtener el parámetro ? de las cópulas, que 
representa la estructura de dependencia de los 
activos riesgosos del portafolio, es necesario 
encontrar la correlación de los activos a través 
del coeficiente Tao de Kendall6. Con base en 
este se estima por máxima verosimilitud el 
Theta para cada cópula, tal como se muestra 
en la tabla 2.
Como se aprecia en la tabla, las acciones que 
conforman cada portafolio están positiva -
mente correlacionadas. La mayor correlación la 
pre sen tan las acciones Suraminv-Inverargos y 
Suraminv-Colinvers. El parámetro ? para cada
cópula está dentro de los valores teóricos 
que pueden tomar en cada caso. Así, 
Este parámetro ? es el que muestra la estructura 
de dependencia del portafolio. 
6 Medida de correlación alternativa a las correlaciones de 
Spearman y de Pearson. No supone normalidad en las 
variables y es usada para medir el grado de correspondencia 
entre dos rankings; mide la significancia de esta corres-
pondencia. 
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Con tal información y con las simulaciones 
de distribuciones marginales de los retornos, 
se calcularon las cópulas para cada portafolio 
(figura A1, apéndice IV). Con estas, se obtuvo el 
VaR de los portafolios seleccionados, donde se 
observan los porcentajes de pérdida que pueden 
obtenerse simultáneamente, en un día, en las 
acciones que conforman un portafolio a niveles 
de confianza del 99%, 97%, 95% y 90%. 
Con el fin de hacer la comparación de resultados, 
se calculó el VaR por medio del método de 
simulación histórica. Se hicieron, entonces, 
visibles las diferencias entre el VaR con cópulas 
y el método tradicional de simulación histórica. 
La tabla 3 resume los resultados del VaR 
mediante cópulas y de la simulación histórica 
para los seis portafolios conformados por 
dos acciones cada uno. Además, se observa 
allí el resultado para cada uno de los tipos de 
distribuciones marginales que se utilizaron, es 
decir, las cópulas de Frank, Gumbel- Hougaard 
y Clayton para los activos riesgosos con 
distribuciones marginales empíricas, uniformes 
y t-student.
De acuerdo con los resultados de la tabla 3, para 
el portafolio conformado por Suraminv-Bogotá, 
Tabla 2
Parámetros utilizados en las Cópulas
Portafolios Tao de Kendall (?)
Theta (?)
Frank Gumbel-H Clayton
Suraminv-Bogotá 0,3756 3,8340 1,6015 1,2030
Suraminv-Inverargos 0,4888 5,5362 1,9561 1,9123
Suraminv-Colinvers 0,4886 5,5322 1,9553 1,9123
Bogotá-Inverargos 0,3210 3,1597 0,9456 1,4728
Bogotá-Colinvers 0,2884 2,7869 1,4052 0,8104
Inverargos-Colinvers 0,4247 4,5113 1,7382 1,4763
Fuente: Cálculos propios.
el VaR calculado con distribuciones marginales 
empíricas de los retornos presenta un mayor 
porcentaje de pérdida con la cópula de Clayton 
a un nivel de confianza del 99%; por su parte, 
las cópulas de Frank y de Gumbel- Hougaard 
muestran igual porcentaje de pérdida al mismo 
nivel de confianza. Así, en este portafolio pueden 
perderse simultáneamente un 4,1% en Suraminv 
y un 1,3% en Bogotá según las cópulas de Frank 
y Gumbel- Hougaard, mientras que con Clayton 
la pérdida sería de 5,6% en Suraminv y de 2,2% 
en Bogotá con una probabilidad del 1%.
Al comparar estos resultados con la simulación 
histórica, se encuentra cómo este método 
sobrestima la pérdida en el portafolio, dado que 
el porcentaje de pérdida está muy por encima 
de los observados con las tres cópulas. En 
consecuencia, el valor del portafolio en un día 
es menor calculado con el método tradicional 
que con cópulas (tabla 4), por lo cual el capital 
regulatorio podría ser mayor al verdaderamente 
requerido. El que la simulación histórica 
sobrestime la pérdida de valor del portafolio 
también se debe a que el mercado colombiano 
estuvo afectado por momentos históricos muy 
extremos como la caída de las acciones en 
junio de 2006, lo que incide en la información 
recogida por este método de simulación para 
calcular el VaR.
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Figura 1
Cópulas de Frank, Gumbel- Hougaard y Clayton para Suraminv-Bogotá
 Función de densidad de probabilidad Función de distribución acumulada
De igual manera, para los demás portafolios 
con distribuciones marginales empíricas, la có-
pula de Clayton es la que mayor porcentaje de 
pérdida simultánea presenta para los retornos de 
las acciones y permanece la simulación histórica 
como la que sobrestima el valor en riesgo del 
portafolio (tabla 4).
Por otro lado, para el caso en que las distri-
buciones marginales son uniformes, el mayor 
porcentaje de pérdidas simultáneas en los 
retornos de las acciones de los portafolios 
lo presenta la cópula de Clayton, mientras 
que Frank y Gumbel- Hougaard continúan 
arrojando resultados muy cercanos. También 
en este evento, el VaR calculado por simulación 
histórica tiende a estar por encima de los demás 
resultados, por lo que el valor del portafolio 
es menor con este método como lo muestra la 
tabla 4. 
En cuanto al VaR calculado con marginales 
distribuidas t-student, se observa que este su -
pera el porcentaje de pérdidas arrojado con 
las demás distribuciones a través de todas las 
cópulas y a cada nivel de confianza analizado. 
Se acerca, pues, a los valores arrojados por la 
simulación histórica. Si se tiene en cuenta que 
al hacer las pruebas de ajuste fue rechazada la 
t-student como la distribución que mejor ajustaba 
el comportamiento de los retornos, es razonable 
que a través de esta, al igual que mediante la 
simulación histórica, se sobrestimara el valor 
en riesgo de cada uno de los portafolios. El 
VaR obtenido con distribuciones marginales 
empíricas y uniformes presenta resultados muy 
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similares, con pequeños cambios, entre las 
cópulas de Frank y Gumbel- Hougaard; son más 
realistas los resultados con Gumbel- Hougaard, 
debido a que las correlaciones positivas entre las 
acciones de un portafolio son mejor modeladas 
con este método, tal como lo ha demostrado la 
evidencia empírica.
Con base en lo anterior, se puede deducir 
que el cambio del método tradicional de 
simulación histórica al método de cópulas con 
distribuciones empíricas y uniformes puede 
mejorar el cálculo del VaR, cuando se aplican 
las cópulas de Frank y Gumbel- Hougaard. 
Así se puede apreciar en la tabla 4 cuando se 
compara el valor estimado del portafolio a 
través de cópulas y de simulación histórica con 
el valor real tomado de los datos históricos. La 
estimación del VaR por el método de cópulas 
presenta resultados más cercanos a la realidad 
que la estimación por simulación histórica, pues 
las cópulas estimadas con marginales t-student 
son muy similares a las logradas por el método 
tradicional. 
Adicionalmente, a partir de los parámetros 
obtenidos a través de las cópulas estimadas 
y con distribuciones marginales empíricas, 
se generaron, por simulación Montecarlo, 
n-tuplas de valores para los activos riesgosos, 
for mando posibles escenarios para cada 
portafolio. De este modo, se determinan 
 y se obtiene un 
par (x1 y x2) de números pseudo-aleatorios con 
la estructura de dependencia deseada como 
se muestra en la figura 2. Allí se comparan 
los valores simulados para los retornos de las 
acciones con los valores históricos de estos. 
Al comparar las n-tuplas generadas por 
Montecarlo con los datos históricos, se en-
cuentra la adecuada representación de las series 
con una distribución empírica, donde los datos 
extremos son importantes, dado que modelar 
las colas pesadas tiene un gran impacto en el 
VaR de cada portafolio. 
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Figura 2
N-tuplas generadas por Simulación Monte Carlo
Fuente: Elaboración propia
Conclusiones
Como se ha expuesto, en este estudio se han 
utilizado las cópulas en tanto método alternativo 
para calcular el valor en riesgo de un portafolio. 
Para tal efecto, se utilizaron portafolios 
conformados por dos activos riesgosos (accio-
nes colombianas), pero el método puede ser 
perfectamente generalizado a un portafolio 
compuesto por n activos riesgosos. 
Las cópulas que se aplicaron fueron las de Frank, 
Gumbel- Hougaard y Clayton, que pertenecen a 
la familia de cópulas de un solo parámetro. No 
fue necesario partir de supuestos de normalidad 
para los retornos de las acciones, y la correlación 
entre los activos riesgosos se calculó a través del 
Tao de Kendall, una medida alternativa que 
no exige la existencia de tales supuestos. Por 
consiguiente, la estructura de dependencia del 
portafolio y los activos que lo conforman no 
dependía de la correlación individual, sino de 
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la estructura de dependencia arrojada por el 
parámetro ?, estimado a través de las cópulas.
Para los portafolios utilizados en el estudio, 
es claro que el método de cópulas presentó 
unos resultados más realistas que el método 
tradicional de simulación histórica, dado que 
este último sobrestimaba el valor en riesgo del 
portafolio. Más aun, entre las cópulas utilizadas, 
la de Clayton arrojó resultados muy cercanos a la 
simulación histórica para las tres distribuciones 
marginales asumidas en los portafolios (empí-
rica, uniforme y t-student), por lo que, al parecer, 
es más adecuado el cálculo del VaR con las 
cópulas de Frank y Gumbel- Hougaard. Estas 
presentaron resultados muy similares cuando 
se calcularon con distribuciones marginales 
empíricas y uniformes. 
La determinación de las distribuciones margi-
nales que se ajusten al comportamiento de los 
retornos ejerce gran influencia en la valoración 
del VaR. Por tal razón se debe ser muy cuidadoso 
en su identificación. En el trabajo que se analiza 
se asumieron marginales empíricas, ya que 
las pruebas de ajuste rechazaban las demás 
distribuciones posibles. No obstante, como 
ejercicio académico, y siguiendo la literatura 
existente sobre cópulas, también se admitieron 
las distribuciones uniforme y t-student. El uso 
de la uniforme se explica por la necesidad 
de tener un punto de comparación con una 
medida de la máxima incertidumbre, donde se 
les da la misma probabilidad de ocurrencia a 
todos los eventos. Por otro lado, se recurrió a 
la t-student porque esta distribución representa 
adecuadamente las colas pesadas, que en la 
investigación se presentaron en todos los 
activos riesgosos analizados; además, por la no 
independencia de los datos.
Finalmente, en este estudio que ha mostrado que 
el uso de cópulas y distribuciones marginales no 
normales puede mejorar el cálculo del valor en 
riesgo de un portafolio financiero, sin necesidad 
de partir de supuestos que puedan llevar a una 
sub-estimación o sobre-estimación del VaR.
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Apéndice I
Tabla A1
Pruebas de mejor ajuste de las distribuciones de los retornos
Distribuciones Suraminv Bogotá Inverargos Colinvers
Normal 0,114 0,143 0,103 0,116
Triangular 0,307 0,293 0,377 0,310
Lognormal -- -- -- --
Uniform 0,370 0,359 0,444 0,376
Exponential -- -- -- --
Weibull 0,154 0,168 0,140 0,137
Beta 0,114 0,144 0,103 0,117
Gamma 0,141 0,164 0,120 0,146
Logistic 0,071 0,085 0,072 0,056
Pareto -- -- -- --
Max Extreme 0,245 0,226 0,209 0,241
Min Extreme 0,235 0,238 0,264 0,242
Student's t 0,063 0,106 0,076 0,061
Valores críticos de Kolmogorov-Smirnov ? = 1% ? = 5% ? = 10%
N = 733 0,0369 0,0451 0,0602
Fuente: Elaboración propia
Apéndice II
Sea C(u,v) una cópula. Para cada u ??[0,1], la derivada parcial ?C/?v existe para todo v ??[0,1]. Así, 
para cada u y v se tiene (Rank, 2002):
El resultado es análogo para la derivada parcial  ?C/?u. En consecuencia, las funciones 
 y  están bien definidas en [0,1]; además, Cv y Cu son no 
decrecientes en [0,1]. Con ésto, se presentan a continuación las derivadas parciales para las cópulas 
de Frank, Gumbel Hougaard y Clayton.
La cópula de Frank está definida como: 
La derivada parcial   está dada por:
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A partir de esta ecuación se obtiene la función de densidad de probabilidad de la cópula, a través del 
cálculo de la derivada parcial de C con respecto a ambos parámetros (Rank, 2002): 
La cópula de Gumbel Hougaard está definida como: 
La derivada parcial   está dada por:
A partir de esta ecuación se obtiene la función de densidad de probabilidad de la cópula, a través del 
cálculo de la derivada parcial de C con respecto a ambos parámetros (Rank, 2002): 
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La cópula de Clayton está definida como: 
La derivada parcial está dada por:
A partir de esta ecuación se obtiene la función de densidad de probabilidad de la cópula, a través del 
cálculo de la derivada parcial de C con respecto a ambos parámetros (Rank, 2002): 
Apéndice III
Sean F1 y F2 las funciones de distribución de las marginales, cuyas funciones de 
densidad de probabilidad son . A partir de la expresión 
 se obtiene la función de verosimilitud:
El logaritmo de la función de verosimilitud está dado por:
Como la segunda expresión no depende de ?, es suficiente maximizar la función 
con respecto a ? y luego encontrar .
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Apéndice IV
Figura A1
Cópulas de Frank, Gumbel- Hougaard y Clayton
Suraminv-Inverargos y Suraminv-Colinvers
 Función de densidad de probabilidad Función de distribución acumulada
Bogotá-Inverargos
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Bogotá-Colinvers
 Función de densidad de probabilidad Función de distribución acumulada
Inverargos-Colinvers
Fuente: Elaboración propia
